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Resumen: E| presente notebook es acerca de la aparente geometria, en particular, de 3 agujeros negros rotantes,
estacionarios, axialmente simétricos, en coordenadas Boyer-Lindquist, y sin discos de acrecion, con respecto a un
observador lejano. La apariencia optica del agujero negro iluminado por fuentes externas, o por los flujos de acrecion de
materia super caliente en su vecindad, se caracterizan por una region oscura, la sombra, rodeada por este fondo brillante. El
contorno de dicha sombra es dependiente de la métrica, la cual codifica la geometria del espacio-tiempo al rededor del
objeto celestial masivo compacto. Las métricas que se abordan en este trabajo son las soluciones de Kerr (agujero rotante),
Kerr-Newman (con carga), y Bardeen (solucion magnética acoplada a electrodinamica no lineal). Para cada una de estas
soluciones de agujero negro rotante se estudian las geodésicas nulas, se obtienen los parametros de impacto asociados a
la esfera de fotdnes, se calculan los potenciales efectivos y los contornos de las sombras. Los comportamientos
correspondientes, y la forma del contorno,; tamano, deformacion, desplazamiento, se hayan en funcidn de variaciones en los
parametros propios de las soluciones y el momento angular que llevan los agujeros.

Palabras clave: Agujeros negros rotantes, geodésicas nulas, geometria aparente.

1. Marco teorico

Descripcion general de agujero negro
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Agujero negro clasico

En la fisica clasica se estudia el concepto de velocidad de escape, que es simplemente la velocidad necesaria para que un
cuerpo escape del campo gravitacional de otro, esta velocidad solamente depende de la distancia inicial entre los cuerpos.

A finales del siglo XVIII John Michell y Pierre Laplace se preguntaron por la posibilidad de la existencia de estrellas cuya
velocidad de escape fuera superior a la velocidad de la luz. Entendieron que si la naturaleza tuviera alguna forma de
compactar la materia lo sufuciente, esto sucederia. [1]
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La primera consecuencia evidente de esto es que dicha estrella seria obscura, pues la luz emitida no podria salir y viajar
por el espacio, seria retenida por el campo gravitacional tan intenso.

Para calcular las condiciones bajo las cuales la velocidad de escape de un cuerpo es mayor a la velocidad de la luz segin
la fisica clasica, podemos usar la conservacion de la energia e igualar la energia potencial gravitacional y la energia cinética
de la particula que escapa.
1, GM
- = ——
2 R
Considerando v = ¢ tenemos el criterio para el cual la velocidad de escape es la velocidad de la luz
2GM

R
2

2GM
cZ
emitida sobre su superficie en direccién perpendicular podria escapar. Si R < szM

por el cuerpo podra escapar del campo gravitacional. M&s adelante veremos que este es el mismo resultado que se obtiene
de un andlisis simplificado con la Relatividad General.

El radio del cuerpo (altura de su superficie desde su centro) tiene que ser igual a , esto quiere decir que solo la luz

entonces ningun rayo de luz emitido

A dia de hoy ya hemos observado muchos de estos objetos, es decir, objetos que atrapan luz. Con masas de hasta 1010
masas solares.

Descripcion estatica con Relatividad General

La mejor forma que tenemos de entender la gravedad es la teoria de la Relatividad General, por ello los agujeros negros

Typesetting math: 1ooo,§<?n estudiados con esta teoria.



http://localhost:8888/notebooks/Downloads/CuadernilloJupyter.Equipo1.Gustavo_Niz.ipynb#Agujero-negro-cl%C3%A1sico
http://localhost:8888/notebooks/Downloads/CuadernilloJupyter.Equipo1.Gustavo_Niz.ipynb#Agujero-negro-cl%C3%A1sico
http://localhost:8888/notebooks/Downloads/CuadernilloJupyter.Equipo1.Gustavo_Niz.ipynb#Descripci%C3%B3n-est%C3%A1tica-con-Relatividad-General
http://localhost:8888/notebooks/Downloads/CuadernilloJupyter.Equipo1.Gustavo_Niz.ipynb#Descripci%C3%B3n-est%C3%A1tica-con-Relatividad-General

La manera mas simple de modelar un agujero negro con la Relatividad General es asumiendo que es estatico, bajo esta
condicion, la métrica (forma de medir las distancias espaciales y temporales) que describe el espacio tiempo alrededor del
agujero negro es la métrica de Schwarzschild.

2GM 26M\"!
ds? = —¢? <1 - > dr + (1 - ) dr* + r*d6* + r* sin’ 0d¢*

cr cr

Esta solo depende de la masa M del agujero negro. Esta métrica describe, en general, objetos masivos estaticos con
simetria esférica, es decir, también podemos describir con ella estrellas, planetas, etc.
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Horizonte de Schwarzschild

En esta métrica podemos ver que el segundo término se indetermina cuando r = Zsz

problema con la geometria o solamente con las coordenadas usadas para describir la métrica. Una forma de entender esta

, pero no es claro si este es un

singularidad es analizando lo que sucede en regiones r < ZZM , Si usamos un cambio de coordenadas € = zsz —rla
métrica se convierte en [1]:
e w6GM > w6GM >
13 2 .
ds* = ¢ dr* — ¢ de* + | —— —¢) d&* + —¢ | sin® 0d¢?
2GM € 2 2
—€
2
2GM

En la region dentro de r = tenemos € > 0, por lo que una linea en la que ¢, 8 y ¢ son constantes, el elemento de

CZ
linea sera negativo ds? < 0, es decir, es una distancia de tipo tiempo. Entonces la coordenada € (relacionada con la
coordenada espacial r) es de tipo tiempo en esta regién, mientras que la coordenada ¢ se convierte en tipo espacio. [1]

Dado que las particulas siguen una linea de mundo de tipo tiempo, para las particulas en esta regién r debe seguir
variando constantemente, lo que implica que r debe seguir decreciendo, acercandose a la verdadera singularidad de
curvatura en r = (0 donde la fuerza gravitatoria es infinitamente intensa. [1]

En caso de que una particula dentro de r = 2sz emita un fotén con direccién hacia afuera del agujero negro, este

tampoco saldra, pues el fotéon debe también ir hacia adelante en el "tiempo" visto localmente por la particula, y eso significa
decrecer r. [1]
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Todo dentro de la superficie r = esté atrapado y destinado a llegar a la singularidad en r = 0. [1]

Esta superficie es llamada el horizonte de Schwarzschild. [1]

Agujeros negros rotantes cargados

Ya describimos a grandes razgos cémo se modelan los agujeros negros estaticos con la métrica de Schwarzschild, pero se
sabe que los agujeros negros no son estaticos en general y aparte existen otras cantidades que los caracterizan. Para
tomar en cuenta estas otras caracteristicas de los agujeros negros tenemos la siguiente métrica general.

0
o

ds® = (dt — asin® 0dep)’

a? sin® 0 a* +r?
LIy

2 2
) 2 102
d¢> + —dr° + p°do” —
p? 0

a
Donde

p=V\r+a cos’ 0
Y O depende del tipo de métrica en especifico.

Esta métrica no esta expresada en las coordenadas usuales (¢, r, 6, ¢), esta escrita en coordenadas de Boyer-Lindquist.
Estas coordenadas son Utiles en este caso dado que hace separable el Hamiltoniano para una particula de prueba. Usando
la teoria de Hamilton-Jacobi es posible derivar una constante de movimiento llamada la constante de Carter.

Aparte de las coordenadas, esta métrica esta escrita en unidades naturales, estas satisfacen G = ¢ = 1.

Las posibles formas de Q son las siguientes:

Métrica de Kerr: Toma en cuenta la rotacion del agujero negro mediante el parametro a = % donde J es el momento
angular total y M la masa ADM de un agujero negro rotante.
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Q0 =r*-2Mr+d

Métrica de Kerr-Newman: Agujeros negros rotantes con carga eléctrica neta g # 0.
Q=r'—2Mr+d +¢*

Métrica de Bardeen: Agujeros negros rotantes con momento de monopolo magnético g # 0 (carga magnética).
2Mr*
0=r+d - ——
(2 + g2)312

Tanto la carga eléctrica como la magnética pueden ser medidas aplicando leyes de Gauss sobre superficies que rodeen al
agujero negro. Se cree que los colapsos a agujeros negros conduzcan a una carga residual g o g significativa, por ello los
astrofisicos suelen tomar en cuenta solamente los parametros M vy a. [1]

La estructura de un agujero negro rotante es diferente a la descrita para la métrica de Schwarzschild. La caracteristica mas
llamativa es quiza que la singularidad formada no es puntual, si no en forma de anillo. También se definen superficies a
partir de las cuales el espacio tiempo adquiere ciertas caracteristicas. En la métrica de Schwarzschild el horizonte se
encuentra en el valor de r tal que las componentes de la métrica g” — co y g = 0. En el caso de la métrica de Kerr, las
condiciones para cumplir esto son diferentes y no se cumplen a la vez; para que g — oo existen dos soluciones 7. y
para que g = 0 existen dos mas r.[1]

Fhe = M+ VM?* - &°

Fes = M +\/M? — a* cos’ 0

El simil del horizonte de Schwarzschild con la métrica de Kerr, entendiendo el horizonte de eventos como el "limite en el
espacio tiempo entre eventos que se pueden comunicar con observadores distantes y eventos que no pueden hacerlo", es
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Dentro de los horizontes de Schwarzschild y Kerr hay singularidades de curvatura donde, segun la relatividad general, la
fuerza gravitacional se hace infinita. La existencia de estas singularidades se considera como una limitacién de la relatividad
general, sus predicciones tienen validez limitada dentro de los horizontes. [1]

Muchos fisicos esperan que estas limitaciones sean remediadas por la una teoria cuantica de la gravedad. También se
especula que el principio de incertidumbre de Heisenberg provoque que la singularidad sea "difusa", de manera que la
fuerza gravitacional no alcance el infinito literalmente. [1]

La existencia de singularidades dentro de horizontes escondidas de la vista a observadores lejanos incita a preguntarse si
existiran singularidades "desnudas", es decir, singularidades fuera de horizontes. En respuesta a esto, Roger Penrose
formul6 la "conjetura de censura cdésmica”, segun la cual "las singularidades tienen que estar escondidas de un observador
en el infinito por el horizonte de un agujero negro". Todavia no hay pruebas de esto y sigue siendo un debate activo en la
fisica tedrica.

In [7]: 1 Image(filename="Images\singularity.png", width = 500)
Out[7]:

Horizon

Singularity

¢, Qué observamos de un agujero negro?

En gran parte la informaciéon que podemos detectar de un hoyo negro y de la materia alrededor se entiende bajo el estudio
de su radiacion electromagnética. En el caso en el que la longitud de onda es pequefia a comparacion al tamafo del hoyo
negro es posible utilizar métodos para determinar las trayectorias de particulas sin masa, como lo es la del fotén o luz.

Un hoyo negro en un fondo luminoso de estrellas o en presencia de materia brillante acreciente, lleva al aspecto de una
zona obscura en el cielo celestial; ya tomando en cuenta aquellos fotones que son incapaces de alcanzar a algin
observador por estar dentro o en el horizonte de eventos, perdidos al hoyo negro por la propia gravedad, a esto le llamamos
la sombra del hoyo negro. Asi como el hoyo negro consume materia que se aproxima lo suficiente, esta es exprimida en un
cuasi disco supercaliente de gas brillante.

Dependiendo de las posibles trayectorias de la luz cerca del hoyo negro, en este trabajo sélo se estudian de fuentes
provenientes del infinito y no de la propia materia supercaliente que le rodea, es que se determina si la luz sigue una cierta
direccion en la cual un observador pueda observar la sombra del hoyo negro por contraste con la luz.

Posibles orbitas de la luz en la vecindad del hoyo negro

Dependiendo de los valores de los parametros de impacto 7 y &, las orbitas de fotones se clasifican en tres categorias;
orbitas de dispersién, orbitas inestables circulares y esféricas, y de captura. Ciertamente las orbitas inestables son el caso
que separa el de las orbitas de dispersion y captura, y su radio solucién esta dado como r s (donde el subindice significa
foton):
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OR
R| =

r=ry E |r=r/

=0
@R

7|r—rv S

orz

Resolviendo la ecuacion obtenemos el punto critico relacionado a (7., £.) asociado a las orbitas del fotdn inestables. Todos
los puntos del espacio (7, £) que se encuentren fuera del perimetro de la curva descrita por los parametros de impacto son
de dispersion, todos los puntos que se encuentren dentro son de captura, mientras que aquellos que se encuentran en la
curva determinan las orbitas inestables mencionadas.

Los fotones que viajan en una orbita inestable definen el contorno del agujero negro o su geometria aparente. Un
observador distante percive la sombra como la proyeccion del lugar de puntos 7. y &. en la esfera celestial sobre un plano
bidimensional. Introduciendo las coordenadas celestiales:

do do
a=lim, —r2sinfy— |, =lim, _, 2=
ro— 00 ( 0 0 dr ﬂ ro— 0 0 dr
Asumimos que el observador se encuentra muy lejos del agujero negro (rp — o0) y el angulo 0 es el angulo entre la linea
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Fuente luminica

2. Objetivos

1. El producto final de este trabajo es graficar los contornos de las sombras de agujeros negros con las tres métricas
rotantes antes mostradas.

2. Las gréficas obtenidas serviran para visualizar cuantitaivamente la influencia de los parametros que caracterizan un
agujero negro.

3. Podremos comparar cualitativamente con las fotografias de las sombras de agujeros negros realizadas en los Ultimos
arios.

4. Como objetivo secundario, los conocimientos adquiridos a través de el proceso de elaboracién de este cuaderno,
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3. Metodologia

Calculo del contorno de la sombra de un agujero negro

Ecuaciones de movimiento geodésico

Dada la métrica general, se estudiara el movimiento geodésico mediante la teoria de Hamilton-Jacobi, luego sustituyendo Q
podemos obtener la solucién para cada una de las métricas rotantes antes mostradas. Después se obtienen los parametros
de impacto asociados a la esfera de fotones y se calculan los contornos de las sombras.

El movimiento geodésico en un espacio-tiempo con métrica g"¥ es:
s 1,05 as

o T 2% oxroxv

Conociendo la métrica, se propone que la funcion principal de Hamilton .S sea de la siguiente forma
1
S = Emzk —Et+ L, ®+ S.(r) + Sg(0)

Esta forma de escribir .S incluye la informacion de que las coordenadas ¢ y ¢ son ciclicas, es decir, hay una constante de
movimiento asociada a cada una.

Considerando el ansatz de .S se obtiene

aS as dSe
o =8 g g Lz g(fdr) g (76)
Sustituyendo los componentes de la metrica:
goo’ g, gee, gcbtb’ gtcb
con lo valores
1 2
1t 2 2 2 win?
g :——[r +a°) —a"Qsin 6’]
p*Q ( )
o Q
P2
1
00
g =
pe
p_ 9 )
g§'=—-(0-r"—a
pZQ( )
o 0 —d?sin’ 0
p?Q'sin’ @
se obtiene
2 2
1 2 1 . 2 aS 0Sy
22 2 2 2 r
= — + E—alL;) — 0FE - L,;) — | —
v = (P e E-or) - o (sntor -1 -0 5E) - ()

La ecuacién es separable, pero antes de obtener las dos ecuaciones, usamos la siguiente identidad

L2
(asin2 OF — Lz)2 = < 22
sin” 6

5 - a2E2> cos’ @ + (L, — aE)?
sin” 6

Tras seoarar la ecuacion, obtenemos las siguientes dos ecuaciones

ds, 1
o~ ) = 5[(r2 +A)E —al,)? — m** — [K + (L, — aE)*]
dsS
(d—ee)2 = K — (L2cosec’® — a® E*)cos>0 — m*a®cos*0

Donde la constante de separacién K es la constante de Carter
K=0-(L; —aE)

Aafin - .
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R=[(?+d)E-aL.|’ - Q[ + K + (L. — aE)’|
® =K +cos’0 [az(E2 —m?) — L% csc? 9]

La solucién de la funcién principal de Hamilton es

/R 0
Q(r) dr + / \/©(6)do
0o

La forma integral de las ecuaciones geodésicas puede obtenerse a partir de que las derivadas parciales de jacobi respecto
alas cantidades E, L;, K y m son constantes que representan el valor inicial de las coordenadas, con lo cual llegamos a
las ecuaciones de movimiento para la luz:

1 r
S = —EmZA—Et+LZ¢+/
ro

pZ% = é[(r2 + a*)?sin*01E — 2MarlL, (1)
dr

Pza = \,/E

pz%i =/0

0 % = %[ZMarE + (£ — 2Mr)L.cosec*0]

Movimiento de fotones

Teniendo las ecuaciones de movimiento geodésico, podemos calcular las trayectorias de la luz haciendo que la masa de la

particula de prueba m = 0. Es conveniente redefinir pardmetros & = % yn= %

R= [r2+a2—a§]2—Q[n+(§—a)2]

con estos cambios ahora Ry © son

O =5+ cos’0(a® — E2 csc? 0) = n+ (a — &)* — (asinO — Ecsc 0)?

Los rayos de luz que nos interesan son aquellos que se encuentran en la érbita inestable del potencial R, por lo que la

condicion que deben cumplir las trayectorias que observaremos como el contorno de la sombra del agujero negro es

dR
R=""=0
d

p
Tras resolver el sistema de ecuaciones encontramos la dos formas de la funcion de & y dos de # de los fotones que
observamos. Solo una de las dos soluciones es la que realmente describe los fotones que llegan al observador en el infinito.

(@®*+rH)Q' —4rQ

¢= ;
aQ
_ ,160(a - Q) + 8rQQ’ - r*Q"
=r a2Q”

Los parametros « y f son coordenadas sobre la béveda celeste de los rayos de luz que llegan al observador en el infinito,
dependen de las cantidades conservadas M L., K y E y parametrizadas en funcién de r. Al variar el parametro r,
obtenemos a(r) y f(r) que describen una region en el espacio (a, ) y corresponde a las orbitas inestables de fotones

_sinﬁo
p= i\/n+ a® cos? By — &2 cot® 6,

Con estas funciones ya podemos graficar el contorno de la sombra de un agujero negro.

Resumen de funciones necesarias para graficar

Para graficar el contorno de la sombra de un agujero negro usamos las funciones a y f que son las coordenadas sobre la
béveda celeste de los fotones que recibe un observador lejano al agujero negro.

¢

sin 90

p= \/11+azcoszt90—ézcot290
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(@ +rH0' - 4rQ

4 a0’
) 16Q(a — Q) + 8rQQ' — r2Q"?
n=r a2Q”

Donde Q es una funcién que depende del tipo de métrica empleada para describir el agujero negro.

Métrica de Kerr:
0 =r’-2Mr+d

Métrica de Kerr-Newmann:
Q=r’=2Mr+ad*+¢*

Métrica de Bardeem:
2Mr*

— 2 2
Q=r"+a (r2 + g2)32

Las funciones a graficar a y f# estan parametrizadas en funcién de la coordenada r, ademas de pende de los parametros
fijos M, 00, a,qYy g.

a=a(V,M,90,a,q,g)

ﬁ:ﬂ("’M’eo,a,q’g)

Potencial efectivo de la trayectoria del foton en orbita inestable circular planar

Al simplificar el sistema se nos permite dilusidar el comportamiento efectivo de los fotones al rededor del agujero negro a
través del potencial. Sabemos ya que la segunda expresion de las ecuaciones de movimiento de la luz vistas arriba,
describe el cambio en la variable r con respecto al tiempo propio. Es posible llegar a una ecuacién que represente el
balance de energia del foton y por lo tanto conocer el potencial al separar el término de la energia cinética de lo demas,

siendo E la energia total de la particula.
2
dr 2 5
(5) ===

En este caso para la graficacién del potencial consideraremos entonces la rotaciéon del agujero negro nula (agujero de

Schwartzschild, § = 0), sobre el plano del ecuador, es decir, a = 0 y 8 = /2. Las gréaficas que se presentaran varian los
parametros q y g en el caso estatico.

di
Bajo la redefinicion del parametro afin A, = EA y de los parametros £ y 1 en términos de las cantidades conservadas de
los fotones moviéndose en un espacio-tiempo rotante general; la energia E, el momento angular L y la cuarta cantidad
conservada K (no es el campo del tensor de Killing ojo, definida de las cantidades conservadas oriundas del sistema) se

tiene:
2 2
dr Q K Lz
=1-=|— — 2
<d/1*) r* E2+<E> @

Las orbitas circulares y planares al rededor del agujero negro de Kerr son posibles sélo en el plano del ecuador, esto forza a
su vez que K se anule K = 0. Al ser el momento angular de los fotones desconocida y una constante, ya que
efectivamente es un factor de escalamiento, para efectos de la representacion grafica del potencial efectivo al cuadrado, la
dejamos como L, = 1.

2
p“(dr) =0 -0n+¢&1, p=r, a=0 (1)

El potencial es:

vy - @

eff T 4
Aunque el efecto de 'frame-dragging' por el momento angular del agujero negro de Kerr puede llevar a orbitas no planares (y
se compliquen las expresiones). Cabe mencionar que ciertamente se pueden tener orbitas planares y circulares en agujero
negro de kerr, aunque sean sélo posibles en el plano ecuatorial (particularmente se elije a = 0 por simplificacién como

hemos dicho). por lo cual el potencial deducido es informativo para ambos casos que satisfacen la inclinacién del plano
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Librerias necesarias para la graficacion

In [1]: 1 dimport numpy as np
2 import scipy as sc
3 from scipy import optimize #optimize has to be imported separately to a
4 import matplotlib.cm as mplcm
5 import matplotlib.colors as colorsmpl
6 import matplotlib.pyplot as plt
7 from matplotlib.cm import get cmap
8 plt.rcParams.update({
9 "text.usetex": True,
10 "font.family": "DejaVu Sans",
11 "font.size": 20,
12 'figure.autolayout': True})
13 import warnings
14 warnings.filterwarnings('ignore')
15
Definicion de funciones
In [2]: 1
2 def Q(r,a,M,q=0,9=0):
3 if(qg == 0 and g == 0):
4 # Kerr
5 return r**2-2*M*r+a**2
6 elif(g == 0):
7 # Kerr-Newman
8 return r¥*2-2*M*r4g**24+q**2
9 elif(q == 0):
10 # Bardeen
11 return r¥¥2+4a%*2-2kM¥p¥*l / (r¥*24gkk2 ) **(3/2)
12 else:
13 print("No es posible asignar q y g al mismo tiempo.")
14 return 0
15
16 def dQ(r,a,M,q=0,g=0):
17 if(q == 0 and == 0):
18 return 2*r-2*M
19 if(g == 0):
20 return 2*r-2*M
21 elif(q == 0):
22 return 2¥r+6*M* r**5/ (r¥*24g**2)**(5/2) -8*M* rk*3/ (r**24+g**2)** (3/2)
23 else:
24 print("No es posible asignar q y g al mismo tiempo.")
25 return 0
26
27 def xi(r,a,M,q=0,9=0):
28 if(a == 0):
29 return 0
30 return ((a**2+r**2)*dQ(r,a,M,q=q,9=9)-4*r*Q(r,a,M,q=q,9=g))/(a*dQ(r,a,M,q=q,9=9))
31
32 def eta(r,a,M,q=0,9=0):
33 if(a == 0):
34 return 0
35 return r**2*(16*Q(r,a,M,q=q,9=g)*(a**2-Q(r,a,M,q=q,9=9) )+8*r*Q(r,a,M, g=q,g9=g)*dQ(r,a
36
37 def alpha(r,a,M,theta 0,9=0,9=0):
38 return -xi(r,a,M,q=q,9=g)/np.sin(theta_0)
39
40 def beta(r,a,M,theta 0,q=0,9=0):
41 return np.sqrt(eta(r,a,M,q=q,g9=g) + a**2*np.cos(theta 0)**2 - xi(r,a,M,q=q,g9=g)**2/n
42

Los limites del parametro r entre los cuales graficaremos deben cumplir
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p?=0
Para facilitar el proceso de solucién de esta ecuacién definimos la funciéon betasq(r, a, M, theta 0, g, q) .
Esta servird como argumento para la funciéon scipy.optimize.root scalar con la cual econtramos las dos

In [3]: 1 def betasq(r, a, M, theta 0, g, q):
2 return eta(r,a,M,q=q,g=g)+a**2*np.cos(theta 0)**2-xi(r,a,M,q=q,g=g)**2/np.tan(theta

Definimos también la funcién del potencial efectivo

In [4]: 1 # Potencial general
2 def VSq(r,a,M,q,9):
3 return Q(r,a,M,q,qg)/r*x4

Grafica de variacion de un parametro

En la siguiente celda se grafica el contorno de la sombra de un agujero negro variando alguno de los parametros libres a,
0y, qo0g.

Los valores usados estan normalizados con la masa M, porello M = 1.
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In [5]:

def graf var(param, vals, g=0, q=0, M=1, theta O=np.pi/2, a=0.5, title="", x00=1.01, x10
fig, ax = plt.subplots(figsize=[8,5.5],dpi=120)

cNorm = colorsmpl.Normalize(vmin=min(vals), vmax=max(vals))

cm =

plt.get cmap('coolwarm')

scalarMap = mplcm.ScalarMappable(norm=cNorm, cmap=cm)

if(param == "theta 0"):

for

#ax.

param = "\\theta 0"

i in range(len(vals)):

if(param == "a"):
a = vals[i]
elif(param == "\\theta 0"):
theta 0 = vals[i]
elif(param == "q"):
g = vals[i]
elif(param == "g"):
g = vals[i]

# Calculo numérico de los limites del parametro r
rl = sc.optimize.root scalar(betasq, args=(a, M, theta 0, g, q), method="secant"
r2 = sc.optimize.root scalar(betasq, args=(a, M, theta 0, g, q), method="secant"

# Arreglo de r (dominio de las funciones alpha y beta)
r = np.linspace(rl.root,r2.root,100001)

ax.plot(alpha(r,a,M,theta 0,q9=q,9=g),beta(r,a,M,theta 0,q=q,9=g),color=scalarMap

### Grafica de la rama negativa del contorno de la sombra
ax.plot(alpha(r,a,M,theta 0,q9=q,9=9),-beta(r,a,M, theta 0,q9=q,9=g),color=scalarMa

set ylim([-9,9])

ax.set xlim([-5,13.5])

ax.set aspect('equal', 'box'")

ax.set xlabel(r"$\alpha$")
ax.set_ylabel(r"$\beta$")
if(title = ""):

ax.set title(title)

ax.grid()

ax.legend(loc=7)

plt

.show()

Visualizacion de >

PamapmﬂmanwmémmmemebsmmwsdddommmnrdebsmndmwsayﬁngmmosbsMndmwsﬂzpwadwb
condiciones iniciales al algoritmo de solucion analitica.
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In [6]: 1 M=1
2 a=20.2
3 theta 0 = np.pi/2
4 qg=0.5
5 g=20
6
7 a list = [0.15,0.5,0.86]
8 g list = [0,1/(3*np.sqrt(3)),2/(3*np.sqrt(3)),3/(3*np.sqrt(3)),4/(3*np.sqrt(3))-0.1]
9 qg_list = [0.99,0.9,0.86]
10
11 fig, ax = plt.subplots(figsize=[8,5.5],dpi=120)
12
13 r = np.linspace(0,5,10001)
14
15 for i in range(len(a_list)):
16
17 q = q_list[i]
18 #a = a list[i]
19 #theta 0 = theta list[i]
20 #g = g list[i]
21
22 ax.plot(r,betasq(r,a,M,theta 0,9,q),label="g=" + str(q_list[i]))
23 #ax.plot(r,betasq(r,a,M, theta 0,9,q), label="a=" + str(a list[i]))
24 #ax.plot(r,betasq(r,a,M, theta 0,9,q), label="g=" + str(g list[i]))
25
26 rl = sc.optimize.root scalar(betasq, args=(a, M, theta 0, g, q), method="secant", x0
27 r2 = sc.optimize.root_scalar(betasq, args=(a, M, theta 0, g, q), method="secant", x0
28
29 ax.plot([rl.root,r2.root],[0,0],".")
30
31
32 ax.plot(r,0*r)
33

34 ax.set ylim(-15,29)
35 ax.set xlim(1,5)

36
37 ax.legend()
38
39 plt.show()
q=0.99
5. q=0.9
q=0.86
10
0
__.1()_
1.0 15 20 25 30 35 40 45 50
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4. Resultados

Potencial

In [7]:

Co~NOOUh, WNE

cq::()i)g T
=~
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fig, ax = plt.subplots(figsize = [8,5.5], dpi=120)

# Valores por defecto de los parametros libres
g_list = np.linspace(0,0.866,7)

M=1.

theta 0 = np.pi/2

a=0

cNorm = colorsmpl.Normalize(vmin=min(q_list), vmax=max(q list))
cm = plt.get cmap('coolwarm')
scalarMap = mplcm.ScalarMappable(norm=cNorm, cmap=cm)
r = np.linspace(0.01,10,10001)
for i in range(len(qg_list)):
g =g list[i]
ax.plot(r, VSq(r,a,M,q,g=0),color=scalarMap.to_rgba(q list[i]), label="g=" + str(flo
ax.set ylim([-0.001, 0.059])
ax.set xlabel(r"$r$")
ax.set_ylabel(r"sV {eff}"2$")
ax.set_title(r"Potencial effectivo variando $q$ con $a=0, \theta=\pi/2$")
ax.grid()

ax.legend(loc = 'upper right'")
plt.show()

Potencial effectivo variando ¢ con a = 0,60 = 7/2

— q=0.0
— q=0.14
q=0.29
q=0.43
q=0.58
— q=0.72
q=0.87

0.04 -

0.02 -

0.01 -

0.00 -


http://localhost:8888/notebooks/Downloads/CuadernilloJupyter.Equipo1.Gustavo_Niz.ipynb#4.-Resultados
http://localhost:8888/notebooks/Downloads/CuadernilloJupyter.Equipo1.Gustavo_Niz.ipynb#4.-Resultados
http://localhost:8888/notebooks/Downloads/CuadernilloJupyter.Equipo1.Gustavo_Niz.ipynb#Potencial
http://localhost:8888/notebooks/Downloads/CuadernilloJupyter.Equipo1.Gustavo_Niz.ipynb#Potencial

In [8]:

o

fig, ax = plt.subplots(figsize = [8,5.5], dpi=120)

# Valores por defecto de los parametros libres
g list = np.linspace(0,0.6,7)
=0

het

(0]

0 = np.pi/2

O+ =XQ
1] i
o -

cNorm = colorsmpl.Normalize(vmin=min(g list), vmax=max(g list))
cm = plt.get cmap('coolwarm')
scalarMap = mplcm.ScalarMappable(norm=cNorm, cmap=cm)

r = np.linspace(0.01,10,10001)
for i in range(len(g_list)):
g =g list[i]
ax.plot(r, VSq(r,a,M,q,qg),color=scalarMap.to _rgba(g list[i]), label="g=" + str(float

ax.set ylim([-0.001, 0.049])

ax.set xlabel(r"$rs$")

ax.set _ylabel(r"s$V {eff}"2$")

ax.set_title(r"Potencial effectivo variando $g9$ con $a=0, \theta=\pi/2$")
ax.grid()

ax.legend(loc = 'upper right")

plt.show()

Potencial effectivo variando g con a = 0,0 = 7/2

g=0.0
0.04 - — g=0.1
g=0.2
0.03 - : g=0.3
3 g=04
0.02 1 — g=0.5
g=0.6
0.00 - i . !
0 2 4 6 8 10

r

Variaciones de parametros

Métrica de Kerr
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In [9]: 1 graf _var("a",np.linspace(0.33,0.99,7),title=r"Variacién de $a$ con $\theta 0=\pi/2$, $q=

Variacion de a con 0y =7/2, ¢q=0y g =0

4-
— a =0.33
2 4 —_— a = 0.44
a = (0.55
x () a = (.66
a=0.77
—21 — a = (.88
— a =10.99

4

-5 0 5 10

0}

In [10]: 1 graf var("theta 0",np.linspace(0,np.pi/2,7),a=0.99,title=r"Variacién de $\theta 0% con $

Variacion de 6y con a =0.99, g =0y g =0

4_
—— 6y =00
5. —— By =026
0y = 0.52
@ 0] 6y = 0.79
0p = 1.05
—9- —— 6y =131
—— Oy =157

—4 1

-5 0 5 10
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Métrica de Kerr-Newman

In [11]: 1 graf var("a",np.linspace(0.15,0.86,7),q=0.5,title=r"Variacién de $a$ con $\theta 0=\pi/2

Variacion de a con 6y =7/2, q=05yg=0

4-
— a=0.15
9 — a = 0.27
a=0.39

©. () a=10.5

a = 0.62
—21 — a=0.74
— a = 0.86

4

-5 0 5 10

«

In [12]: 1 graf var("q",np.linspace(0,0.866,7),title=r"Variaciéon de $q$ con $\theta 0=\pi/2$, $a=0.

Variaciéon de g con 0y = 7/2, a =05y g=0

4_
— ¢ =20.0
21 — ¢ =0.14
q =029
© () q =043
g = 0.58
—91 — q=0.72
— q =087
-
-5 0 5 10
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Métrica de Bardeem

In [13]: 1 graf var("a",np.linspace(0.2,0.6,7),9=0.5,title=r"Variacién de $a$ con $\theta 0=\pi/2$,

Variacion de a con 6y = /2, g =0y g =0.5

4_
— a =02
9 — a = 0.27
a = 0.33
() a=04
a =047
—21 — a = 0.53
— a =106

4

-5 0 5 10
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In [14]: 1 graf _var("g",np.linspace(0,0.6,7),title=r"Variacién de $g$ con $\theta 0=\pi/2$, $a=0.5%

Variacion de g con 6y = 7/2, a =05y ¢=0

= 0.1
= 0.2
=0.3

@ © © © « o

Contorno sobre fotografia del agujero negro de M87

En la referencia [4] se extrajeron "los espectros de momento angular orbital a partir de los datos de intensidad de radio
recogidos por el Event Horizon Telescope alrededor del agujero negro M87* mediante técnicas de reconstruccion de frente
de onda y recuperacion de fase; y a partir de los mapas de amplitud y fase de visibilidad". Esta informacion es en otras
palabras, los parametros $a$ y $\theta_0$ que hemos tratado aqui. Los resultados fueron $a=0.90\pm0.10$ y
$\theta_0=17"\circ\pm2*\circ$, estos datos los usamos para superponer la grafica que obtengamos con nuestro cédigo
sobre la fotografia del agujero negro supermasivo en el centro de M87 obtenida por el Event Horizon Telescope. [5]

Typesetting math: 100%



http://localhost:8888/notebooks/Downloads/CuadernilloJupyter.Equipo1.Gustavo_Niz.ipynb#Contorno-sobre-fotograf%C3%ADa-del-agujero-negro-de-M87
http://localhost:8888/notebooks/Downloads/CuadernilloJupyter.Equipo1.Gustavo_Niz.ipynb#Contorno-sobre-fotograf%C3%ADa-del-agujero-negro-de-M87

In [27]:
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fig, ax = plt.subplots(figsize=[8,5.5],dpi=120)
a=20.9

M=1

theta 0 = (17/90*np.pi/2)

q=20

g=20

# Calculo numérico de los limites del pardmetro r
rl sc.optimize.root scalar(betasq, args=(a, M, theta 0, g, q), method="secant", x0=1.0
r2 = sc.optimize.root scalar(betasq, args=(a, M, theta 0, g, q), method="secant", x0=3,

# Arreglo de r (dominio de las funciones alpha y beta)
r = np.linspace(rl.root,r2.root,100001)

ax.plot(beta(r,a,M,theta 0,9=q,9=9g),alpha(r,a,M,theta 0,q9=q,9=9), color="k", linewidth=5
ax.plot(-beta(r,a,M,theta 0,9=q,9=g),alpha(r,a,M,theta 0,9=q,9=g), color="k", linewidth=

sx = 0.3
ax.plot(0,0,"wx", markersize=10, label="Centro del agujero negro")

#ax.plot([sx,-sx],[-sx,sx],color="w", linewidth=2, label="Centro del agujero negro")
#ax.plot([-sx,sx],[-sx,sx],color="w", linewidth=2)

X = np.linspace(-1,1,10001)

cscale = 5

cshift = 0.5

ax.plot(cscale*np.sqrt(1l-x**2),cscale*x+cshift,"--",color="r", linewidth=1.5,label="Circ
ax.plot(-cscale*np.sqrt(l-x**2),cscale*x+cshift,"--",color="r", linewidth=1.5)

mult =
shiftx
shifty

nn e
N

im
im

plt.imread("Images/bhsh.jpg")
ax.imshow(im, extent=[-14*1.717*mult+shiftx, 14*1.717*mult+shiftx, -14*mult+shifty,

ax.set ylim([-10,10])
ax.set xlim([-10,10])

ax.set aspect('equal', 'box')

ax.set xlabel(r"$\alpha$")

ax.set _ylabel(r"$\beta$")

ax.set title(rf"$a={a}$ y $\theta 0=17"\circ$ sobre M87*")
#ax.grid()

ax.legend(bbox to anchor=(2.05, 0.7), facecolor='grey')

plt.show()
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Con las graficas aqui mostradas se puedé tener una buena nocién de cémo afectan los parametros de velocidad de

rotacién $a$, el angulo de inclinacion $\theta_0$, la carga eléctrica $g$ y la carga magnética $g$, a la forma de la sombra

de un agujero negro. Aunque las imagenes que el EHT ha obtenido de agujeros negros parecen un poco borrosas, la

gréfica sobrepuesta que mostramos es una prueba de podemos usarlas para comparar con sombras calculadas, parece
gue, dados los parametros medidos, la sombra calculada se ajusta bien a la imagen.

En el futuro que se tomen mas imagenes de otros agujeros negros con angulos de inclinacién mas altos, sera interesante
apreciar un achatamiento mas evidente en alguno de sus lados, aunque se debe tener en cuenta que las imagenes no solo
dependen de los parametros antes listados, si no de la materia luminosa que circunde al agujero negro.
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